
 
 

Potencias de la unidad imaginaria 

Sea 𝑛 ∈ ℤ+ ∪ {0}. Entonces, 

𝑖𝑛 = (−1)𝑣𝑛((1 − 𝑢𝑛) + 𝑢𝑛𝑖) 

donde 

𝑢𝑛 =
1 − (−1)𝑛

2
,    𝑣𝑛 =

𝑛 − 𝑢𝑛
2

 

Raíces de la unidad imaginaria 

Sea 𝑛 ∈ ℤ+. Si 𝑖 = (𝑎 + 𝑏𝑖)𝑛, con 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, entonces: 

{
 
 

 
 

∑(−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘
)𝑎𝑛−2𝑘𝑏2𝑘 = 0

𝑣𝑛

𝑘=0

∑(−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
)𝑎𝑛−(2𝑘+1)𝑏2𝑘+1 = 1

𝑣𝑛−1

𝑘=0

 

Es decir: 

 𝑏 ≠ 0. 

 Si 𝑎 ≠ 0, entonces, 

𝑎𝑛 =
1

∑ (−1)𝑘( 𝑛
2𝑘+1

) (
𝑏

𝑎
)
2𝑘+1𝑣𝑛−1

𝑘=0

 

, donde,  

∑(−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘
) (
𝑏

𝑎
)
2𝑘

= 0

𝑣𝑛

𝑘=0

 

, o, 𝑎 = 0 si y sólo si 𝑛 es impar y 𝑏 = (−1)
𝑛−1

2 . 

Raíces de la unidad real 

Sea 𝑛 ∈ ℤ+. Si 1 = (𝑎 + 𝑏𝑖)𝑛, con 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, entonces: 

{
 
 

 
 

∑(−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘
)𝑎𝑛−2𝑘𝑏2𝑘 = 1

𝑣𝑛

𝑘=0

∑(−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
)𝑎𝑛−(2𝑘+1)𝑏2𝑘+1 = 0

𝑣𝑛−1

𝑘=0

 

Es decir: 

 𝑎 ≠ 0. 

 Si 𝑏 ≠ 0, entonces, 

𝑎𝑛 =
1

∑ (−1)𝑘( 𝑛
2𝑘
) (

𝑏

𝑎
)
2𝑘𝑣𝑛

𝑘=0

 

, donde,   



 
 

∑(−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
) (
𝑏

𝑎
)
2𝑘

= 0

𝑣𝑛−1

𝑘=0

 

, o, 𝑏 = 0 si y sólo si 𝑎𝑛 = 1. 

Por otro lado, para 𝑥 ∈ ℝ,  

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(cos 𝑥) = (−1)𝑣𝑛((1 − 𝑢𝑛) cos 𝑥 − 𝑢𝑛 sin 𝑥) 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(sin 𝑥) = (−1)𝑣𝑛(𝑢𝑛 cos 𝑥 + (1 − 𝑢𝑛) sin 𝑥) 

Ahora, haciendo uso de los polinomios de Taylor centrados en cero, se obtiene: 

cos𝑥 = ∑(−1)𝑣𝑛(1 − 𝑢𝑛)
𝑥𝑛

𝑛!
,       sin 𝑥 = ∑(−1)𝑣𝑛𝑢𝑛

𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

  

Luego, 

cos𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 = ∑
𝑥𝑛𝑖𝑛

𝑛!
= 𝑒𝑥𝑖

∞

𝑛=0

 

Ahora, 

(𝑒𝑥𝑖)
𝑛
= (cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥)𝑛 =∑(

𝑛

𝑘
) (cos 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

(𝑖 sin 𝑥)𝑘        (0)  

Pero, 

𝑒(𝑛𝑥)𝑖 = cos𝑛𝑥 + 𝑖 sin 𝑛𝑥 

Por consiguiente: 

Fórmulas de ángulo múltiple para el coseno 

cos 𝑛𝑥 = ∑(
𝑛

2𝑘
) (−1)𝑘(cos 𝑥)𝑛−2𝑘(sin 𝑥)2𝑘

𝑣𝑛

𝑘=0

 

=∑(
𝑛

2𝑘
)(∑(

𝑘

𝑝
)

𝑘

𝑝=0

(−1)𝑝(cos𝑥)𝑛−2𝑝)

𝑣𝑛

𝑘=0

 

=∑(∑(
𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

𝑣𝑛

𝑝=𝑘

)(−1)𝑘(cos 𝑥)𝑛−2𝑘

𝑣𝑛

𝑘=0

     (1) 

Observación: 

∑𝑎𝑘 (∑𝑏𝑝𝑐𝑝,𝑘

𝑘

𝑝=0

)

𝑛

𝑘=0

=∑(∑𝑎𝑝𝑐𝑘,𝑝

𝑛

𝑝=𝑘

)𝑏𝑘

𝑛

𝑘=0

 



 
 

Luego, 

∑cos𝑛𝑥 =

𝑚

𝑛=0

∑( ∑ ( ∑ (
2𝑘 + 𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

𝑣2𝑘+𝑛

𝑝=𝑘

)(−1)𝑘

𝑣𝑚−𝑢𝑛−𝑣𝑛

𝑘=0

)(cos 𝑥)𝑛
𝑚

𝑛=0

=
sin(𝑚 + 1)

𝑥

2

sin
𝑥

2

cos𝑚
𝑥

2
      (2) 

Observación: 

∑(∑𝑎𝑘𝑏𝑛−2𝑘𝑐𝑛,𝑘

𝑣𝑛

𝑘=0

)

𝑚

𝑛=0

= [∑( ∑ 𝑎𝑘𝑐2𝑘+2𝑛,𝑘

𝑣𝑚−𝑛

𝑘=0

)𝑏2𝑛

𝑣𝑚

𝑛=0

] + [ ∑ ( ∑ 𝑎𝑘𝑐2𝑘+(2𝑛+1),𝑘

𝑣𝑚−1−𝑛

𝑘=0

)𝑏2𝑛+1

𝑣𝑚−1

𝑛=0

] = ∑( ∑ 𝑎𝑘𝑐2𝑘+𝑛,𝑘

𝑣𝑚−𝑎𝑛−𝑣𝑛

𝑘=0

)𝑏𝑛

𝑚

𝑛=0

 

Consideremos de (1): 

cos 𝑛𝑥 = (cos𝑥)𝑛  ∑(
𝑛

2𝑝
) +

𝑣𝑛

𝑝=0

∑(∑(
𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

𝑣𝑛

𝑝=𝑘

)

𝑣𝑛

𝑘=1

(−1)𝑘(cos 𝑥)𝑛−2𝑘 

Por consiguiente, 

(cos 𝑥)𝑛 =
1

2𝑛−1
(cos𝑛𝑥 −∑(∑(

𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

𝑣𝑛

𝑝=𝑘

)

𝑣𝑛

𝑘=1

(−1)𝑘(cos 𝑥)𝑛−2𝑘) 

Observación: 

∑(
𝑛

2𝑝
) = 2𝑛−1

𝑣𝑛

𝑝=0

 

Ahora, usando (2) se obtiene: 

∑(cos𝑚𝑥)𝑛 =
1

2𝑛−1
(
sin(𝑞 + 1)

𝑛𝑥

2

sin
𝑛𝑥

2

cos 𝑞
𝑛𝑥

2
− ∑ ∑(−1)𝑘 (∑(

𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

𝑣𝑛

𝑝=𝑘

)

𝑣𝑛

𝑘=1

(cos𝑚𝑥)𝑛−2𝑘

𝑞

𝑚=0

)

𝑞

𝑚=0

 

=
1

2𝑛−1
(
sin(𝑞 + 1)

𝑛𝑥

2

sin
𝑛𝑥

2

cos 𝑞
𝑛𝑥

2
−∑(−1)𝑘 (∑ (

𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

𝑣𝑛

𝑝=𝑘

)

𝑣𝑛

𝑘=1

(∑(cos𝑚𝑥)𝑛−2𝑘
𝑞

𝑚=0

))     (∗) 

Observación: 

∑ (∑𝑎𝑘𝑏𝑚,𝑘

𝑛

𝑘=1

)

𝑞

𝑚=0

= ∑𝑎𝑘 (∑ 𝑏𝑚,𝑘

𝑞

𝑚=0

)

𝑛

𝑘=1

  

Fórmulas de ángulo múltiple para el seno 

sin 𝑛𝑥 = ∑(−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
) (cos 𝑥)𝑛−(2𝑘+1)(sin 𝑥)2𝑘+1

𝑣𝑛−1

𝑘=0

 

= (cos 𝑥)𝑢𝑛−1 ∑ (
𝑛

2𝑘 + 1
)(∑(−1)𝑝 (

𝑣𝑛−1 − 𝑘

𝑣𝑛−1 − 𝑝
)

𝑣𝑛−1

𝑝=𝑘

(sin 𝑥)2𝑝+1)

𝑣𝑛−1

𝑘=0

 



 
 

= (cos𝑥)𝑢𝑛−1 ∑ (∑(
𝑛

2𝑝 + 1
) (
𝑣𝑛−1 − 𝑝

𝑣𝑛−1 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑣𝑛−1

𝑘=0

(−1)𝑘(sin 𝑥)2𝑘+1      (3) 

Observación: 

∑𝑎𝑘 (∑𝑏𝑝𝑐𝑝,𝑘

𝑛

𝑝=𝑘

)

𝑛

𝑘=0

=∑(∑𝑎𝑝𝑐𝑘,𝑝

𝑘

𝑝=0

)𝑏𝑘

𝑛

𝑘=0

 

Luego, 

∑sin𝑛𝑥 =

𝑚

𝑛=0

∑(−1)𝑛(sin 𝑥)2𝑛+1 ( ∑ (cos 𝑥)𝑢𝑛−1 (∑(
𝑘

2𝑝 + 1
) (
𝑣𝑘−1 − 𝑝

𝑣𝑘−1 − 𝑛
)

𝑛

𝑝=0

)

𝑚

𝑘=2𝑛+1

)

𝑣𝑚−1

𝑛=0

=
sin(𝑚 + 1)

𝑥

2

sin
𝑥

2

sin𝑚
𝑥

2
 

Observación: 

∑𝑎𝑛 ( ∑ 𝑏𝑘𝑐𝑛,𝑘

𝑣𝑛−1

𝑘=0

)

𝑚

𝑛=0

= ∑ ( ∑ 𝑎𝑘𝑐𝑘,𝑛

𝑚

𝑘=2𝑛+1

) 𝑏𝑛

𝑣𝑚−1

𝑛=0

  ∧   𝑎0 = 0 

Consideremos de (3): 

sin(2𝑛 + 1)𝑥 = ∑(∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

) (−1)𝑘(sin 𝑥)2𝑘+1     (4)

𝑛

𝑘=0

 

Si 𝑥 =
𝜋

2𝑛+1
, se obtiene: 

∑(∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑛

𝑘=0

(−1)𝑘 (sin
𝜋

2𝑛 + 1
)
2𝑘

= 0 

Si 𝑛 = 2, se obtiene la expresión 16 (sin
𝜋

5
)
4
− 20(sin

𝜋

5
)
2
+ 5 = 0. Puesto que sin

𝜋

6
< sin

𝜋

5
< sin

𝜋

4
, entonces 

sin
𝜋

5
=

1

2
√5−√5

2
 . 

Por otro lado, de (4): 

∑sin(2𝑛 + 1)𝑥 = ∑(∑(∑(
2𝑘 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑘 − 𝑝

𝑘 − 𝑛
)

𝑛

𝑝=0

)

𝑣𝑚

𝑘=𝑛

)(−1)𝑛(sin 𝑥)2𝑛+1

𝑣𝑚

𝑛=0

𝑣𝑚

𝑛=0

=
(sin𝑣𝑚𝑥)

2

sin 𝑥
       (5) 

Observación: 

∑(∑𝑎𝑘𝑏𝑛,𝑘

𝑛

𝑘=0

)

𝑚

𝑛=0

= ∑(∑𝑏𝑘,𝑛

𝑚

𝑘=𝑛

)𝑎𝑛

𝑚

𝑛=0

 

Consideremos de (4): 

sin(2𝑛 + 1)𝑥 = (−1)𝑛(sin 𝑥)2𝑛+1  ∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) +

𝑛

𝑝=0

∑(∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑛−1

𝑘=0

(−1)𝑘(sin 𝑥)2𝑘+1 



 
 

Por consiguiente, 

(sin 𝑥)2𝑛+1 =
(−1)𝑛

22𝑛
(sin(2𝑛 + 1)𝑥 −∑(∑(

2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑛−1

𝑘=0

(−1)𝑘(sin 𝑥)2𝑘+1) 

Observación: 

∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) = 22𝑛

𝑛

𝑝=0

 

Ahora, usando (5) se obtiene: 

∑(sin𝑚𝑥)2𝑛+1 =
(−1)𝑛

22𝑛
(
sin(𝑞 + 1)

(2𝑛+1)𝑥

2

sin
(2𝑛+1)𝑥

2

sin 𝑞
(2𝑛 + 1)𝑥

2
− ∑ (∑(∑(

2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)(−1)𝑘(sin𝑚𝑥)2𝑘+1
𝑛−1

𝑘=0

)

𝑞

𝑚=0

)

𝑞

𝑚=0

 

=
(−1)𝑛

22𝑛
(
sin(𝑞 + 1)

(2𝑛+1)𝑥

2

sin
(2𝑛+1)𝑥

2

sin 𝑞
(2𝑛 + 1)𝑥

2
−∑(−1)𝑘 (∑(

2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)(∑(sin𝑚𝑥)2𝑘+1

𝑞

𝑚=0

)

𝑛−1

𝑘=0

)     (∗∗) 

Observación: 

∑ (∑𝑎𝑘𝑏𝑚,𝑘

𝑛

𝑘=0

)

𝑞

𝑚=0

= ∑𝑎𝑘 (∑ 𝑏𝑚,𝑘

𝑞

𝑚=0

)  ∧   𝑏0,𝑘 = 0

𝑛

𝑘=0

 

Finalmente, hallamos que las expresiones  (∗) y (∗∗) son similares a la recurrencia entre coeficientes de la fórmula polinómica general 

de la suma de las 𝑛-ésimas y 2𝑛 + 1-ésimas potencias, respectivamente, de los primeros 𝑞 naturales. 


